Über die Kurve der Ecken der Vierseite, 


die von den gemeinsamen Tangenten eines festen 
Kegelschnitts und der Kegelschnitte eines Büschels 
gebildet werden. 


Inaugural-Dissertation 


der philosophischen Fakultät 
der Friedrich - Alexanders - Universität zu Erlangen 


zur Erlangung der Doktorwürde 


vorgelegt von 


Heinz Egerer 


aus Nürnberg. 


Tag der mündlichen Prüfung: I. November 1906. 


— 


Borna -Leipzig 
Buchdruckerei Robert Noske 
1906. 


gl. 
Einleitung. 


Die vorstehende Aufgabe stellt sich als eine Verallge- 
meinerung von speziellen Aufgaben dar, wie sie einmal unter 
dem Namen „Brennpunktskurven“ verschiedene deutsche und 
englische Mathematiker!) und andrerseits unter der dieser Schrift 
beigegebenen oder ähnlichen Bezeichnungen bis zum Jahr 1880 
Redaktion und Lesepublikum der ‚„Nouvelles annales de mathe- 
matiques‘ interessierten?) und in jenem Jahr durch die Arbeit 
von Darboux ihren Abschluß und ihre zwar noch unvollständige, 
aber wenigstens verallgemeinerte, alle bisherigen Spezialfälle 
zusammenfassende Lösung fanden. 

Darboux stellt sich die Aufgabe°): On considere une coni- 
que fixe S et des coniques variables passant par quatre points 
fixes A,, A,, A,, A,. On möne les tangentes communes ä la 
conique fixe S et ä l’une des coniques variables et l’on demande 
le lieu du point des concours de ces tangentes. 

Seine Lösung ist: 


(1) ar D,yb, ar D,yb, 2% D,yb, Tr D,vb, —0, 


S. 83; Sylvester, Phil. Mag. Vol. 3l, Fourth Series, Mai 1866, p. 380; 
Cayley, Phil. Mag. Vol. 32, Coll. Math. Pap. Vol.7 p.1; Salmon-Fiedler; 
An. Geom. der Kegelschnitte Bd. 2 S.520 u. 535; Bobek, Monatshefte 
f. Math, u. Phys. 1892 S. 309; Bauer, Sitzungsberichte der math.-phys. 
Klasse der kgl. bayr. Akademie der Wissenschaften Bd. 35 1905 Heft 1. 

2) Nouv. Ann. de Math. I serie tome 10 1851 p. 408 (Chasles) 
II serie tome 2 1863 p. 481; II serie tome 3 1864 p. 49; II serie tome 12 
1873 p. 23; II serie tome 19 1880 p. 91; II serie tome 19 1880 p. 122. 

3) Nouv. Ann. de Math. II serie tome 19 1880 p. 184. 
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Rationalisiert erscheint die Gleichung zunächst vom Grad 
acht; nach den nachstehenden Bemerkungen muß sie S’ als. 
Faktor haben; natürlich ergibt sich das auch nach leichter, 
wenn auch unübersichtlicher und umständlicher Rechnung ana-. 
lytisch. Wie hier, so ist auch für die fernere Untersuchung 
die Darboux’sche Form wenig geeignet. 

Vor Anschreiben neuer Gleichungen noch eine kurze Be- 
merkung über die Ordnung der Kurve. Der feste Kegelschnitt S 
und ein variabler V, des Büschels V— AV’ haben vier gemein-. 
same Tangenten, die sich jedesmal in sechs Punkten schneiden. 
Sei g eine dieser Tangenten, so schneiden die übrigen, etwa, 
h, f, k genannt, auf ihr drei Kurvenpunkte aus. Nun gibt es. 
aber noch einen zweiten Kegelschnitt des Büschels, der eben- 
falls g berührt (falls das Büschel zugleich Schar ist, fallen beide. 


zusammen — siehe dazu die Schlußbemerkungen dieses Para- 
graphen, sowie $ 6) und mit dem festen wieder vier gemein-. 
same Tangenten g’ = g, h’, f/, k’ liefert und damit auf g drei 


weitere Kurvenpunkte ausschneiden läßt, im ganzen also sechs;. 
soviel mindestens, aber auch höchstens, weil g immer und nur. 
von zwei Kegelschnitten des Büschels berührt wird, allgemeine 
Lage der vier Grundpunkte A; und des festen Kegelschnitts S 
vorausgesetzt. Die Kurve ist also von der sechsten 
Ordnung. 

Die Forderung, daß &n ein Punkt der gesuchten Kurve, 
ist die, daß das von ihm aus an S gelegte Tangentenpaar gleich-. 
zeitig Tangentenpaar an einen variablen Kegelschnitt V, des. 
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Büschels wird. Dieser Forderung genügt aber auch jeder Punkt 
des festen Kegelschnitts (im Fall des Degenierens in ein Punkt- 
paar die Verbindungsgerade der Punkte, doppelt gezählt). In- 
sofern erhält die rationale Form der Darboux’schen Gleichung 
den Faktor S und erscheint zunächst von der Ordnung acht. 

Im Sinn der Gayley’schen Sprechweise!) läßt sich die in 
diesen Blättern zur Besprechung gelangende Kurve auch als 
„Brennpunktskurve‘ bezeichnen. Definiert man wie üblich als 
Brennpunkte eines Kegelschnitts die Schnittpunkte der 
Tangentenpaare von den unendlich fernen imaginären Kreis- 
punkten aus an den Kegelschnitt und erweitert man mit Cayley 
den Begriff der Maßgeometrie durch Einführung des absoluten 
Kegelschnitts S, so erweist sich die an dieser Stelle zu unter- 
suchende Kurve als die Verallgemeinerung der Brennpunktskurve, 
insofern diese für die spezielle Wahl der unendlich fernen Kreis- 
punkte als absoluten Kegelschnitt aus jener hervorgeht. Die 
Punkte der untersuchten Kurve mögen daher im neuen Sinn 
auch als „Brennpunkte‘‘ bezeichnet werden. Mit Einführung 
der neuen Sprechweise, z. B. „die Geraden T, und T, durch 
Punkt A stehen senkrecht zueinander‘ statt „die Geraden T, 
und T, durch Punkt A sind harmonisch konjugiert dem Tan- 
gentenpaar von A aus an den absoluten Kegelschnitt S“, lassen 
sich die Sätze über die allgemeine Kurve im gleichen Wortlaut 
darstellen wie die bisher über die spezielle Brennpunktskurve 
bereits aufgestellten. 

Die von Bauer?) für den speziellen Fall, daß der absolute 
Kegelschnitt in die unendlich fernen Kreispunkte ausartet, an- 
gestellte Rechnung liefert, wenn 


ij) = aa, — aa 
und die Gleichung des Büschels ist 
vV—-/V=0, 
mit 
V= ai 


Va 2rän 2. 


!) Klein, Vorlesungen über nichteuklidische Geometrie I 1893 S. 62. 
2) siehe Anm. 1 S.3. Ä 


in rationaler Form 
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als Gleichung der Brennpunktskurve, unter K; den über der 
Seite x; des Polardreiecks — gleichzeitig Koordinatendreieck — 
als Durchmesser gezogenen Kreis verstanden. 

Mit der Darboux’schen teilt die vorstehende Form die 
Forderung, daß ein und nur ein eigentliches Polardreieck gemein- 
sam für V und V’ existiert und darum auch das Schicksal, dab 
sie bei verschiedenen speziellen Lagen der vier Grundpunkte, 
z.B. wenn A, und A, unter Zugrundelegung einer Fortschreitungs- 
richtung von A, nach A, zusammenrücken, unbrauchbar wird. 
Die Bauer’sche Form geht eben vom Polardreieck als Ko- 
ordinatendreieck aus, die Darboux’sche entsteht als Resultante 
von vier Gleichungen, deren jede einzeln die Bedingung ist, 
daß der Büschelkegelschnitt durch A; geht. 

In den folgenden Zeilen werden zunächst elementare Ver- 
suche zur Herleitung neuer für die Diskussion der Ortskurve 
brauchbarer Gleichungen gemacht; alsdann mit Heranziehung 
der Invariantentheorie, von ganz allgemeinen Überlegungen aus- 
gehend, die möglichst alle Spezialisierungen umfassende allge- 
meine, die kanonische Gleichungsform der Ortskurve aufgestellt. 

Um eine erste Unterscheidung der Einzelfälle zu gewinnen, 
braucht man sich nur klar zu machen, daß jedesmal, wenn 
entweder der feste oder ein Büschelkegelschnitt als Ordnungs- 
kegelschnitt doppelt ausartet (in ein zusammenfallendes Geraden- 
paar), jeder Punkt der Ebene die vom Ortspunkt verlangte 
Eigenschaft hat, also die Gleichung der Ortskurve identisch 
verschwinden muß. 

Artet ein Büschelkegelschnitt wie besprochen aus, so gibt 
es unendlich viele dem Büschel gemeinsame Polardreiecke, die 
Form D des Polardreiecks | 


DD Ba Dun) 
muß also identisch verschwinden. 


!) Die Formenbenennung ist meist dieselbe wie bei Clebsch-Linde- 
mann, Vorl. über Geometrie Bd. 1 S. 284 ff. 


a ee. 


Wenn aber die Form D nicht identisch verschwindet, so 
kann sie sich wenigstens dahin spezialisieren, daß zwei oder 
auch alle drei seiner Linearfaktoren gleich werden. 

Es ergibt sich daher für die nachfolgenden Betrachtungen 
die Unterscheidung: 

1. D zerfällt in drei voneinander verschiedene Linear- 
faktoren; 
2. zwei der Linearfaktoren von D oder alle drei sind 
gleich; 
3. D verschwindet identisch. 
Die Bedingung für das Eintreten der Fälle 2. und 3. gibt 8 6. 


Si 
Gleichung der Ortskurve für den nichtspezialisierten 
Fall: Die Linearfaktoren von D sind verschieden. 


Wie schon erwähnt, gelten unter dieser Voraussetzung — 
V und V’ haben dann nur ein Polardreieck, und zwar ein wirk- 
liches gemeinsam — die Formen von Darboux und Bauer. 
Vor Veröffentlichung der letzteren hatte Verfasser die Gleichung 
seiner veralleemeinerten Aufgabe in genau derselben Form, 
aber auf anderm Wege, rational dargestellt. Ebenfalls ausgehend 
vom Polardreieck des Büschels als Koordinatendreieck und unter 
Voraussetzung allgemeiner Lage der vier Grundpunkte sowohl 
wie des festen Kegelschnitts, gestaltet sich die Lösung folgender- 
maßen: Für das erwähnte Koordinatendreieck hat das Büschel 
die Gleichung Ä 
ds? —Vy — V u V 0; 
VI Si ’ 
Vi De x y 


der feste Kegelschnitt 
Bedeu el. 


Das vom Ortspunkt & aus an s?—=0 gelegte Tangentenpaar, 
symbolisch 2’ 8: — (55? —0, 


A SE 


muß identisch sein mit dem an d,’—=0 gelegten, symbolisch 
(127 de? Ps (dx de)? SEI 

Beide Geradenpaare müssen also die Achse x, —0 in den Punkt- 

n 


Ra RR) MH TYrR) 0, 
Er Pi m Sa e ah Sig &5 Er Sig En] )) 
(d,,%- +4, % °) de? ESoe (di), X &ı Me 3a —b, 
oder nach den Variabeln geordnet 
X (188° —?ı IE oe E Vale EX ls )—0 
d,1 X,” (dyo &,° +4,85 be: un Fu "e re 
ar N 
schneiden. Die Identität beider Paare erfordert 
0 (das Sir d;; 5) ol Sg —n) = 0008 
de 70 (8,38 71%) 0 Ber 
US (d,, lee) oe Sen ya) O0 
oder nach Unterdrückung von o, wenn von jetzt ab x statt & 
für den Ortspunkt gesetzt wird, 


Pro (dag Kot. dee X, ) + 4, X 8 91, = 0 
95 (+ I) RR 9 = 0; 
oder mit Berücksichtigung di; = 4 + Aa; 
Pla X 4%”) 4 911% X X — AP, (a, %,” + a, 8°) 
+ 91,8%, 8], | 
Pa FL) Ft HR AP la X” + a,R’) 
+ 999 a, X Xe]; 
oder nach Einführung von 
Pr = Gy Xg” — 209 X N, OgaXz ) 
— Pa Gy X Kg — KR — Kg Xg T aRz , 
Pa2 
[o;x die Unterdeterminanten von |s,, 85, S;,|] und Vereinfachung 
x, [2,%, 9, — ,X, 9, 
3, [9,9 —,%,9,]= —1%,[a,%, 9, — a,%, 8]. 


ERBN, a 7 a 
O3; X, 20, U 1 OR 


ER ’ 1er HURILTE 
il 2%, 0616 


Dabei ist 
TO — KR — 0 KR + 0, Ro Rz, 
(3) Be ON URAN RL X, Gen Xi 2er 
— Pa = Ig — X? — 095 X X, — 5 Ro X 0, X, X. 


Die Elimination von A ergibt als Kurvengleichung, wenn 
(aa, — aa, 
(4) 2 ZI 098), 80,8 Brit! 


Beim Übergang zu einem beliebigen Koordinatendreieck, 
der natürlich wie Gleichung (4) nur so lang möglich ist, als 
ein wirkliches Polardreieck existiert, wird die Kurvengleichung 


BEE BETT T-POSPRTT SR PRTT —0; 


P; sind die Seiten des Polardreiecks, T; teilweise durch (3) und 
genauer noch in den folgenden Zeilen charakterisierte Kegel- 
schnitte. 


8 3. 
Gleichung der Ortskurve für den Fall: D ver- 
schwindet nicht. 


Für den Fall, daß im Polardreieck zwei Seiten oder alle 
drei zusammenfallen, bezw. zwei oder drei Eckpunkte, wird die 
vorausgehende Gleichung genau wie alle andern bisher aufge- 
stellten unbrauchbar. Einen Schritt weiter zur Aufstellung 
einer für alle möglichen Spezialisierungen noch gültigen Form 
führt die nachfolgende geometrische Überlegung. Die Ortskurve 
schneidet den festen Kegelschnitt S in zwölf Punkten, voraus- 
gesetzt, daß S nicht als Klaßkegelschnitt ausartet. Zieht man 
von einem solchen Schnittpunkt aus das Tangentenpaar an S, 
so muß dieses (zusammenfallende) Paar gleichzeitig Tangentenpaar 
an einen variablen Kegelschnitt des Büschels sein, der ent- 
weder den festen berührt oder ausartet. Würde er weder aus- 
arten noch S berühren, so würde man zu ihm und S die vier 
gemeinsamen Tangenten angeben können und von den sechs 
so entstehenden Kurvenpunkten keinen auf S erhalten. 


ee 


Zerfällt nun V,, was für drei Werte von A geschieht, so 
werden auch die im allgemeinen Fall vorhandenen vier Tan- 
genten zu je zweien zusammenfallen und vier Schnittpunkte 
in M, je einen in P und P’ erzeugen, wenn M der Doppelpunkt 
des zerfallenden V,, P und P’ die Berührpunkte der von M aus 
an S gezogenen Tangenten sind. Von den Schnittpunkten der 
Ortskurve (, mit S sind also bereits sechs durch die zer- 
fallenden Kegelschnitte des Büschels bestimmt: es sind die 
Schnittpunkte der Polaren der Ecken des Polardreiecks mit S. 

Die restierenden sechs aber durch die S berührenden 
Büschelkegelschnitte Die Jakobische Kurve, symbolisch 
(6) DB: -3,0,0, abör % 


[wenn S—=SS,? der feste Kegelschnitt, V), = a,?+4b?—V-AV 
das Büschel] des Netzes der drei Klne S, V, Vs nn 
der geom. Ort der Berührungspunkte der Netzkegelschnitte; 
B—0 ist eine Kurve dritter Ordnung, schneidet demnach auf S 
sechs Punkte aus, in denen S von einem Büschelkegelschnitt V, 
berührt wird. 

Die Ortskurve geht also durch die zwölf Schnittpunkte 
von S=0 mit G,G,G,-B=0, wenn G; die Polare zur Ecke 
u; des Polardreiecks ist, hat also die Gleichung 
(7) GG,G,B+9-.S=0, 
wobei ® eine noch näher zu charakterisierende Form vierten 
Grades ist. Voraussetzung für die Aufstellung dieser Gleichung 
ist die Bedingung, daß D nicht identisch verschwindet und S 
nicht als Klaßkegelschnitt ausartet. 

Unter der weitern Voraussetzung, daß D drei verschiedene 
Linearfaktoren hat, d. h. das Polardreieck ein eigentliches ist, 
läßt sich ® darstellen durch einen Vergleich von (7) mit (4); 
nimmt man als Koordinatendreieck das Polardreieck, so wird 
bis auf einen Zahlenfaktor 


(8) B=-(12)x,2,G,+4+(23x2,x,6,+4+(81)x,x,6, 
und [in etwas enges Art durch Vergleich auffindbar] 
9=-(1233x,,K, +2 ),s,K, +60), xK,, 


Be G; (Sj; FG — Sik G;) —Sj; SiS. 


wobei 


Ba RE 


Die Substitution von B und ® in (7) ergibt dann noch die 
nähere Fixierung der durch Gleichung (3) dargestellten Kegel- 
schnitte zu 


. (9) I = Ge isn 


Ss 4. 
Die kanonische Form der Ortskurve. 
Gültig für jeden Fall der Spezialisierung des Polardreiecks 
wie auch für den, daß D==0, erhält man die Gleichung der 
Ortskurve unter Benützung der Invariantentheorie. 


Sei die gewöhnliche Form der beiden das Büschel defi- 
‚nierenden Kegelschnitte 


2 an} ER 
i 34. = 0, dx nt Dig 


yabh’=b’—br’>- 
die gewöhnliche Form des Büschels also 
nei a ib 
so wird durch Einführung binärer Symbole A, B,----, die 
dann nur mit den ternären a, b,- - - - zusammen Bedeutung 
haben,!) die Form der beiden Kegelschnitte 
Ber Gar he 
a ehe Fe 
und die des Büschels 
Ay Dr 
In Linienkoordinaten ist die neue Form des Büschels 
P?= (abu) A, BB = u,’9? 
—=F,4°+2FaAı de + Fa,” der alten Form] 
und die Form des festen Kegelschnitts, der immer als Klassen- 


kegelschnitt vorausgesetzt, sei, u,°. 
Sei & ein Punkt der Ortskurve, u und v je eine (Gerade 


!) Auf die Einführung dieser doppelten Symbole wurde Verfasser von 
Herrn Dr. K. Petri, Assistent am math. Inst. d. Univ. Erlangen, hingewiesen. 


ns 


durch &£ und w = u--ov Tangente an u,” wie O,°ug”. Dann 
müssen die beiden Formen w,° und ©,°’wg? identisch sein. 


we—eu+2euv, ev, 
2 ur, 2 — 2/{ 2 & 2,2 
9’ we — 9’ (ug + 20 UugVg + eva}. 
Das Zusammenbestehen der daraus hervorgehenden Gleichungen 
> > 2 
Er Fe 


Hrugygz = zrUu,V,; 


ua 7 
erfordert gleichzeitig 
m) dog, — 0, 
(12) 9°WoHugu,],—=0, 
a3) 9: — 0, 


wenn f, die erste Polare von f nach v ist. Die Resultante von 
zweien der vorstehenden Formen gibt also die gesuchte Form 
der Ortskurve. Man bildet sie als Diskriminante der Funktional- 
determinante. 

Die Funktionaldeterminante von (11) und (12) ist 


A,? ug” FT = (90,) 9, O3 (dod) (d, 0, &) Us, Us; (ug Vo —+ U, v9) 
(4a) =+(90,) 9,9,,(#, 09) (do, HUugu,, (ug, Vo usV$), 
also | 


2 4,?u —=z(99,) ©; 9, UgUs, Us, Vo[ld, 08) (d0, 9 — (90%) (9,0, 8] 
+5(90,) 9 Us Us, (908), 0,9 [us vs, — us, ve], 
oder wenn 
= W Vo ld (d, 0, — Us, Vo ld, 0,8) (WoL) 
(oo, 2)? (99, &) 
39,8, 
wodurch S=S;* bereits als wirklicher Faktor definiert ist, 
2 Au —=78.(00,) 9,9, (#9, )usus,, 
+ ;(99,) 9,9599, 9009), 5, HD Us, , 


ve w|- 


oder mit 


Behr 


(14b) P2up?=(909,) 9,9, (9, Uusug,, 
also symbolisch 
Up —=UugUg,(d0, x) 

UpYp=ugVvg, (V0, x) 

undsdammelür U=ox, v—o,x. 
Re heree pe‘, 
2 A u? — n P2w”. S+ 5 P?wu, (Pod) (p s,8)- 

Hierin wird durch die Relation 


2 2 
UgUg VoVYo; = Ug," Vor — 5 (00, UV) 


2 


für v=p£ der zweite Summand 


3 Pr? uoun, PEo) pEo)— SP: [PEN — 48: |, 
also 
5 1Ayu®= PF’pso’us”. 


Die Funktionaldeterminante enthält also in u,,” den festem 
Kegelschnitt, der dann in die Endgleichung als wegzulassender 
Faktor mit eintritt. Die Diskriminante von (14), d. i. die Resul- 
tante von (11) und (12) erscheint dann mit 
(15) =(PP)’poe9’Pp, 9° 


als die gesuchte Form der Ortskurve. 


8 5. 
Reduktion von C,, wenn D=u,’ nicht identisch 
verschwindet. 


Die Zurückführung von (, auf das System der Formen 
f—=a,’, o—=by? oder auf die Kovarianten von N = (abu) ax bx!) 
soll in den folgenden Zeilen geschehen, und zwar mit Hilfe der 
nachstehenden einfachen oder zusammengesetzten Formen 

EB Aa ah, 
EEE 1 — 


2 Fe, en 


| 


— 1 ——n gl 


ıGordan Math. Aunalen Bd.5. 


Rn. 


9er Bra) hy edz 

F,, — 9? u9° — a,b Nabn)® — (bb,u)? = ug? 

BR, = 9, Ur — Brabu)’ — (abu)’ =u,? 
A, = A, BB, faber lad) 
Aus A, BU Tas —,(aa.bi, —ıhr 
Ars — A,B,0, abo — (a. bb)? — 3° 
Aus ABC 252 — (bb, b,)?” = b? 

NN, 

(16) — > (abu) ab, (AB) — (abu) axbx. 
(17a) (y7,%)° = (ab a,b, x)? 


er) — (ba, b,) ax]? 

—A,9+ As f— 2 (aa,b,) (ba,b,) axbx 

—=A19+ re saßx)?, 
also 
(17) (m AnPp + Amt z Dis: 
(18a) (©0,)’usvsUu4, v4, — (abu) (abv) (cdu) (edv) (AU) (BD) 

— (ac bu du) (abv) (edv) (AC) (BD), 
woraus nach Einsetzen von x für bu, y für du, x’ für bv, y’ 
für dv wird 
(99,)?u$ Vv9Us, v8, —= (acxy) ax’ cy’ (AC) (BD) 

und daraus wieder wegen 

(AC) (acu) ax cy—=2N,N, Br (16) 

(99, ug vsus, v4, = 2(nxy) Ny N, (BD) 
— 2 u, (bdu) A (Ndv) (BD), 


wenn man wieder für x, y, x’, y’ die ursprünglichen Werte 
einsetzt. Wegen 


(BD) (bdu) bk dx — 2 N? un (16) 


wird 

(BD) (bdu) (PN, v) (AN, v»=2(NN, v)un,, 
und damit 
(18) (99,)"usv$Uu9, v9, —=4(NN,v)’ un Un.- 


Auf das Formensystem von f und zurückgeführt, wird 
(99, ug veug, v9, —2[UsVo - U Yg— U,VWy - UyVy] 
(19) — 2|us?. vg’ — u,?.v,,?]—(aßx)?-+(yy,X)? 


Bea 


Damit wird dann 


(20) gu (89 asus, —= EINNyau)? urn, (18) 
— 2 [u.? ug’ — u,?u,,?] (19) 
Ebenso erhält man aus (18) bezw. (19) 
(22a) 5y =; (99,)? (99, x)? 


—3[(09,)’ug? ug, ?]|. — 3 (909, )’ugvHUug, vH; 
wenn fy: die zweite Polare von f nach v definiert. Dann wird 
4 — 2 (NN, u)? va Van +8 (NN,u) (NN, v) Un Van +2 (NN, v)?un Un, 
— 6(NN, u)? vn Vn, —6(NN, v)’ un un, 
also 
— 3 9 = (NN, u)?vn Van, — 2(NN,; u) (NN, V) Un Yan + (NN,V)’Un Un, 
(22b) — (NN, nx) (NN, n,x) 
Sr Ne N Na; N,z 
also 
(22) En 5 Nr N 4 Ni Nr 5 
Auf das System von f und 9 zurückgeführt, wird nach 
(19) vermöge der Relation 
Ne >(99,)?(9,2)’—=3|[(09,)’us’ug, |. —3(09 )ugvgug,Vg, 
y—2 K ee: )”] 
(23) —3(aßx)’— 2 (A 1129 Asss f) wegen (17). 
D=us°, d.i. die Form des Polardreiecks, läßt sich in 
folgender Weise auf die Formen in N zurückführen. Wegen 
Nz Un -=labubasb- 
wird 
(abu) ab, —=N;N, Un a (abu) (ab fa) 
und 
D = (abu) agb, U. Us 
ein? us’ Ng°u,?— (Nuap)?]un + + (abu) (abfaju, U4 
— — (Nuaß) un, 
welche Form sich nach 


Ye = 3 (a apx)” — Ayıs 2 a A,gad) (23) 


Ra 


für x= Nu weiterhin reduzieren läßt. Aus 


(yNu)?—= 3(aß Nu? — 2A, ,(bNu)?— 2A ,, (aNu)? 
— 3 (aßNu)? 
ergibt sich 
(24) D—=— {ypNuj . 
Eine andere Darstellung von D ohne die Form % ergibt 
die Gleichung (22h). 
= en S(NN, nx) (NN, 1.85 

woraus 

D=—:(yNwW®w—=3Z(NN, n N,u) (NN, n, N,u)w 


(25) _— = (NN, N.) u, Urn, 


Die Form Z= u,'= (PP,)’up?’u,,” ergibt sich als Diekrie 
minante von P;?u,?, oder wenn man 
s— O’ugVg, 
t—= 9 ,1?’u9, W8, 
setzt und damit darstellt 
P2up= (909,) 9 9,09, x) usus, 
oder für x— vw 
P/?u?=2(90,) 9, 9,1 UsUs, VE W4 
r als,t) 
als Resultante von s und t; dann ist!) 
IH — ur — 2A, AN AD 


’ 


wobei 

Ark m — 4 (NN, v)° Un Un] ’ 

Au = AlNN, wu Un , 

Ast = 4 (NN, v) (NN, w) Un Un; 
also 


IT= 16 u, Un, Un; Un, (NN, N,N, x)? 
Die Entwicklung 


—— 


(yy, 8° = (ab a,b, x)? (17) 


!) Gordan, Vorlesungen über Invarianten, herausgeg. von Kerschen- 
steiner, S. 141. 


Sbengae Nabe N ma —Ns.bi=N, 


und damit wegen 
D — 3 UNNEEN USA ss und N. == N, süss 
(26) Eh SDN. 
Die Form 
(27 a) g = (90,)(9,9,)° (89,8 (9, 9%), 


die ebenso wie die vorausgehenden und die noch folgende zur 
Reduzierung von (, auf das System von Sf, @ und s dient, 
läßt sich unter Zuhilfenahme von 


u — (90100, x)° (22 a) 
und 
(27 b) 4,3 = (abe)? A, B, © (siehe 27 ec) 
in folgender Weise nach f und ae Wegen 
(9: 279? 0 22 — [09x las = (00 x x)? (OO)? (A u)? 


En +3 Yan)? 
und mit Berücksichtigung von 
P,, = (aa x)? 
ZA ER EIN 
— 5(bed)?B,C,D,:2,°A,, 
also. 
9? 9? (99 x = = hy? Ar A, 
er 
Zen 2.4 
woraus folgt 
Wr au, 
wird füri=6, und v=9,, wenn jetzt ©, statt ©’ gesetzt 
wird, 
g— zuee (0 9,)? 0, 9,8)? + 3 W° 
— 5: z(doPar(Ao)+zy°: 
(oe)? (oA) ist die ER von 07:—= 4,?A,%” nach u, wenn 
man noch A= A, u=A=B setzt; also wird aus 
Egerer. 2 


RR 


1 j ' 3 
ee, aA, Br A, B.l; 


2x2 (0 A)? (oA) = — 7322 br? (AAN? (AB)(A’A). 
Damit wird 
g= — 3; (4N)(4,P — 4A, pP — AN) +zV*. 


Der erste Summand der rechten Gleichungsseite geht aus der 
Hesse’schen Kovariante von A,?, nämlich 75? = (44’)? A, 4", 
durch die Substituion A= A, di, = A, =o ee 
— — f hervor. Nun ist 

7) Ar=Auıdtı tt 3Aradı? Ag + 3 Ara Aı Ag? 20 

und 


77° = 2A, 11 A109 Ayız" A —lA 11 Agae — Ayo Arse)Aıh 
2 (Ayo Ayo rs Ayo ) 2 ) 
also 
(27d) KAYP—=2A, 1 Arge — Are IP? — WA 11 Agas — Ayız Arno) EP 
+2 (Ay Ayg er Ayge") L 
und damit 
(27) g= — ztrA” + zy? 
wie verlangt auf das System von f und zurückgeführt. 
Die Form 

(28 a) a a N EN 


erhält man wegen 

(PP up’ vp, = (09,)(0,9,)(09,)(9, 9,09, X)(d,0;Xx) UN UN; V95 Vz, 
d.i. die zweite Überschiebung von P;?u,? über P,3?v„, (14b) 
und der bekannten Relation 

(PP)? (pp 8)? = S(FP,)" up? vp,? — S[(PP,)’ up? Up, ”]ye; 

wobei 

[PP up? un 2], = + (09,) (0,9,) (09,) (0, 9,) (99, x) (9, 9,8) - 
[UH UN Vo, V95 4 UN UI, VI VI, + UNUN, Vi, VOR] 
als 

(28b) 1— (90) (8,819 9,) (9,9) [09, 8)? (9, 9,x)° 

— dr », a 


—4(A+B); 


BEIN eG 


A und B lassen sich nun sehr leicht nach y und g ausdrücken, 
wie folgt: 
2 1909,32 0,.921219953)2 (0, 9, x)? 


= y*, (22 a) 
B = — g-+ (99,) (9,9,) (99,) (9, 9,) (9,9, 2)°(90, x)? (27 a) 
—=—g-A. (28 b) 


Damit wird dann 


zw —g) 
und nach (27) 
(28) le [y? + 2(rA)?]. 
Die Benützung der vorangehenden Gleichungen läßt nun die 
Form C, der Ortskurve folgendermaßen reduzieren. Die Identität 


3 (PP, up? vp,°=3[(PP,)? Up? up ?],e + (PP)? (pp, uv)? 
oder wegen (26) 
(PP)? up? vp,?—8[DN] »+5 (PP,)? (pp, uw)? 
ergibt für u = ox v=0,x, wenn von jetzt ab für den 
Ortspunkt x statt & gesetzt wird, 
(PP,)? (pas)? (p,,x®=8[DN] » +3 (PP,)?Sx® (pp, x)? 
—8[DN] +3 8°? 
und damit als reduzierte Form der Ortskurve wegen (15) und (28) 
29) G=8[DN] „+58? +2@A)], 


wobei in [DN] ,: U—=0X, V—0X zu setzen ist. 

Der Wert dieser Gleichung gegenüber den bisher auf- 
gestellten (1), (2), (4) und (7) ist der, daß sie keinerlei Voraus- 
setzung macht über die Spezialisierung des Polardreiecks, solange 
nur D nicht identisch verschwindet. 

Nun läßt sich auch leicht die Form ® der Gleichung (7) 

G,G6,G6,.B+98S=0, 
bekannt bereits für den Fall eines nicht zerfallenden Polar- 
dreiecks, für jegliche Spezialisierung unter den schon aus- 
gesprochenen Voraussetzungen — D darf nicht identisch ver- 


schwinden und S nicht als Klaßkegelschnitt ausarten — 
I%* 


28a) 


entwickeln, wenn man die Form D = u,? in C, einführt. 
Dann wird | 


0,—=8N,:(no,x) (dox)?(do,x)+58-[y? +2 @A)?] 
oder mit Einführung, bezw. Abkürzung 
— y? + 2(rA): 


2 4 2 4 2 
Us” = a4 (00, ai U, Fs ) Us 


und nach Multiplikation mit = Ö 
00, ON -(ins a) lda, So don ? +208% 
Daraus wird wegen 
[nesun ES, zn) u. 28 
also 
(nsx)(dSER)—= 295,8. N,a Dans) 
—= 2 anne 
und 
Bea, bee rn 
d. i. der bereits durch (6) definierten Funktionaldeterminante der 
drei Kegelschnitte f, o, S, 

59 =0,=—4B3: (dor. +85 PAR], 
womit K definiert ist. Multipliziert man (’, nochmal mit 
er so wird wegen 

(dsx)? = (SS, dx)? 
— dran ae 
130,0, 
en BR. ; Dr Da e Se sis Si —- 
um Pr an Kö—2B,°:.9,4°-92 Sa 
oder 
(30) Gy BG IE DDR 


Damit ist, da G; die Polare der Ecken des gemeinsamen 
Polardreiecks ist, die frühere Form (7) der Ortskurve hergestellt 
und gleichzeitig ® bestimmt und auf das System von f und er 
zurückgeführt. 


Reduktion von C,, wenn D identisch verschwindet. 


Solange die vier Grundpunkte A; allgemeine Lage haben, 
wird immer ein und nur ein gemeinsames und nicht ausartendes 
Polardreieck vorhanden sein. Jede Spezialisierung dahin, daß 
zwei oder mehrere dieser Punkte zusammenfallen, oder dab 
mehr als zwei derselben auf der nämlichen Geraden liegen, 
wird die Form D spezialisieren oder identisch verschwinden 
lassen. Solcher Lagenspezialisierungen sind möglich: 

1. zwei der Punkte, etwa A, und A,, rücken zusammen 
unter Zugrundelegung einer Fortschreitungsrichtung von A, nach 
A,: f und @ berühren sich einfach; 

2. drei der Grundpunkte, etwa A,, A,, A,, rücken zu- 
sammen unter Bestimmung zweier unendlich benachbarter Fort- 
schreitungsrichtungen von A, nach A, und von A, nach A,: 
{ und @ haben eine Berührung zweiter Ordnung (Oskulation); 

3. je zwei der Grundpunkte, etwa A, und A,, wie A, und 
A, rücken zusammen unter Festsetzung je einer bestimmten 
Fortschreitungsrichtung von A, nach A, und einer solchen von 
A, nach A,: f und berühren sich zweimal einfach; ein Kegel- 
schnitt des Büschels artet als Ordnungskegelschnitt doppelt aus, 
also ist das Büschel zugleich Schar; 

4. alle vier Punkte rücken zusammen unter Bestimmung 
unendlich benachbarter Fortschreitungsrichtungen von A, nach 
A,, von A, nach A,, von A, nach A,: f und @ haben eine 
Berührung dritter Ordnung (Hyperoskulation), ein Kegelschnitt 
des Büschels artet wieder zu einem zusammenfallenden Geraden- 
paar aus, das Büschel ist gleichzeitig wieder Schar; 

5. drei der Punkte A; oder alle vier liegen auf der gleichen 
Geraden. 

Nun läßt sich geometrisch durch eine Grenzbetrachtung 
sehr leicht nachweisen, daß in den Fällen 1. und 2. nur ein 
Polardreieck existiert, wenn es auch ein uneigentliches ist; 
indes soll hier nur die analytische Bedingung, D = u,” darf 
nicht identisch verschwinden, aufgestellt werden. 


Seien im Fall 1. (Fig.1) dureh S, =0, , = 02T 7 
bezw. definiert die Geraden A,A,, A,A,, A,A, und durch 
T, =0 die Fortschreitungsrichtung von A, nach A,, die natür- 
lich für alle V, Tangente sein muß, so ist das Büschel dar- 
gestellt durch 

SS TT=0O 
für ein beliebiges Koordinatensystem oder bei spezieller Wahl 
desselben, wenn man die Geraden T,, T, zur x, und x, Achse 
nimmt, als x, Achse aber den vierten harmonischen Strahl zu 
dem Tripel T,, S,, S,, durch 
(3]) LE —- RI TERN, 
oder in Linienkoordinaten durch 
92u9—=2[24 4, u u, —4°?u,°— 4,2], 
wodurch dann für die Wahl 4, =1, 4,—=0 


Dead en 


5) 


Un - au 

und für de Wahl , =0, 4, =1 

| ee 

y’—— PA 

Damit wird 

IN? wm= 4, u g —%%) 4 4,%°, 

N, NG wm=u,aß + —-;—aP)+2u,a,Pß, ; 
und 
D = (abu) agba U. ug—= — 4u,’U,. 


Das Polardreieck besteht also hier aus dem doppelt zählenden 
Punkt A, und dem Schnittpunkt T, mit T,. 

Im Fall 2, ist das Kegelschnittbüschel bestimmt durch die 
Gleichung 

18-2410: 

Dabei berührt der Kegelschnitt S (Fig. 2) die Gerade T,=0 in 
den drei unendlich benachbarten Punkten A,, A, und A, und 
geht ferner durch den Punkt A, auf T,; T,=0 bestimmt die 
Gerade von A, nach A,. Bei spezieller Wahl des Koordinaten- 
systems, wenn man T, zur x,, T, zur x,-Achse und die 


ana. 


Tangente an Sin A, zur x,-Achse macht, ist das Büschel be- 
stimmt durch 
(32) 2X, +) + 24,9% = 0 
oder in Linienkoordinaten 
9rus—=2[— 21 ?u,w—4’Ww°+24,4,U,U, —4?u?]. 
Die Wahl 4, —1, 4,=0 gibt 
I A 
U —  - 2&mu,+W°), 
dstenioe = 0,41 
VA At, 
ug” ——2 Us . 
Nun wird wieder 
Nmw=u2? + ww —X,%,)—- X; 
und damit 
D=-2N N WwmwWu—=— 4. 

Hier besteht das Polardreieck aus dem dreifach zählenden Punkt A.. 

Wesentlich verschieden von beiden behandelten Fällen sind 
die folgenden, weil für sie D=0. Im Fall3, wo f und o sich 
zweimal in zwei verschiedenen Punkten berühren, ist die Dar- 
stellung des Büschels bei passender Wahl des Koordinaten- 
dreiecks (Fig. 3) 


(93) BR, AS 
oder in Linienkoordinaten 
9r2u°—=—24 [24,u,u,-+ 4, u,°] 


d.h. das Büschel ist gleichzeitig Schar. Für die Wahl 4, =1, 
),=0 wird f=a,’—=2x,x, das gemeinsame Tangentenpaar 
(x, die Berührsekante), also u? —= — 2u,?, für die Wahl4,=1,4,=1 
y=b’?=2,%, 4%’ 
u’ —2.2uWw-+13°), 


Es wird wieder 
p4 : 
NW=UuR RR — 1%, , 
und 


D=-2N, N WwmuUug = 0. 
Damit verschwindet der erste Summand der Form (29) 
identisch; selbstverständlich auch der zweite, wie hier analytisch 


u AAN ae 


gezeigt wird. Allgemein ist ja leicht einzusehen, auch schon 
S.6 angedeutet worden, warum (C, für Fall 3. 4. identisch 
verschwindet. Wegen 


hei a At 
br=20, tg, =—2—An) 
ae — An 
b#’—=2P, = Pas ST an — A, 


wird 
N Sn ot 
u 3a ßx)’ — (A159 Asset) 
—= 4x,’ 


und damit der zweite Summand von (29) 
2 [w + 2(4)=0, 

Dieselben Entwicklungen ergeben für den Fall 4, dargestellt 
durch Fig. 4, wenn man die Tangente T, die allen Kegel- 
schnitten des Büschels A, S — 4,T? gemeinsam ist, als x,- Achse, 
eine zweite Tangente an S als x,-Achse und die Berührsekante 
als x,-Achse einführt, als Gleichung des Büschels 


34) 1, (+ 2m3,x,) +28, 
oder in Linienkoordinaten | 
u — 21 A, mu?’— +24, mu,W], 
also für die Wahl 4, —=1, ,—0 
I=.°—-x%?42m2,X%,,U=—- 2m 7200 035 
und Tur.diesWahla, 1.41 
o—b’=x,’+2mR,%,4%,’, uUg— —2(m’u,’4 2mu,u, —3,?). 
Es wird 
Nun a mr 2 0,0%, 
und | 
D=2N,.Ng un u ug=0. 
MNegen A. — An As Nm ird 
(A’=0; 
(@apxl?”— — Am? (FF 9) 
und damit 


v=3laßx)—2(A, „Pt AD 0 


Be, a 
also auch 
"=: +2(42]=0. 


Liegen im Falle 5. A,, A,, A, auf der Geraden cx, A, 
aber nicht, so wird für ein beliebiges Koordinatendreieck das 
Kegelschnittbüschel dargestellt durch 


(35) 4, de FA = 0 
oder 
ee) 
für 
— A 


wenn d, und e, beliebige Gerade durch A, sind, in Linien- 
koordinaten durch 
9, ug — — 2(elu)? 
— — 2/A, (cdu) 4 4,(ceu)]?. 
BEE Wahr Bus 0berwnl, 0,14, >= 1: mächt 


Ba Crd,,, Un? —= — 2(cdu)? 


Do Er 0 v2 


Damit wird 
Nx?un = cs?(deu) 4 cxez(deu) + c.d,.(ceu) 
und wegen  —=0, (g = 0 
2N.Nzwm=0, 
also auch 
De 2 N. NgUo UgUn =); 


Aber, um diesen Fall gleich vorweg zu nehmen, (, ver- 
schwindet nicht identisch — denn die Möglichkeit, immer nur 
bestimmte Tangenten an die einzelnen Kegelschnitte des Büschels 
zu legen und dadurch bestimmte Ortspunkte zu erhalten, ist 
so lange gegeben, als nicht einer der Büschelkegelschnitte oder 
der feste selbst zu einem Paar zusammenfallender Geraden 
ausartet. 


Mit D= 0 artet (U, aus zu 


0, = z3[p? + 2(rA)®] (29) 
Da 
An —d, An = 0, A198 —o0, Ayaa —0 
wird 
EA) 0 (27. d), 
also 
0, an 5 3°, 


wobei w? sich noch darstellen läßt als cx*, versehen mit einem 
Zahlenfaktor. Denn 

(a 8x)? — 0? (ed cex)? —=c,?(ede)?, 
also 
(36) 40, =B8&#ledo) 
C, zerfällt also für den gekennzeichneten Fall, was ja geometrisch 
sofort evident ist, in den festen Kegelschnitt S und die vier- 
fach zählende Punktreihe cx. 

Liegt auch noch der Punkt A, auf der gleichen Geraden, 
so fällt in Gleichung (36) nur die Bedingung weg, daß d, und 
e, sich in A, schneiden. 

Fall 3. und Fall 4. definieren das Büschel gleichzeitig als 
Schar. Dann ist von vornherein als Ordnung der Kurve die 
dritte zu erwarten, d.h. ©, degeneriert in 


Del, a 
in zwei Kurven dritter Ordnung, deren eine identisch verschwindet. 
Analytisch: In der Form F)? muß sich ein von den u un- 
abhängiger Faktor 1, ausscheiden lassen,!) so daß (wie in den 
speziellen Fällen auch schon gezeigt), 


(37) 9’ug’—h,K,u,?, 


wo dann wieder die binären Symbole K nur in Verbindung mit 
den ternären x wirkliche Faktoren schaffen können. Die 
Funktionaldeterminante von 


i) Clebsch-Lindemann S. 298. 


Er ZURRRER 


1 Ky od) u,u, a) 
YKı@oduyuj (12) 
wird hier 
(38) Aug = 31? (KK,) (#08) (2, 0,9) ur,v uw), 
geht also in den wirklichen Faktor l,?über. Die Entwicklung 
von A,’ug auf S. 13 liefert hier mit 
(39) P>uwy°=17’ (KK) fm, &) uU, (14 b) 
(40) 4Apus = (podtu,? (14) 


Da 1,? das wirkliche Quadrat von ], ist, verschwindet die Dis- 
kriminante von A;°us?, nämlich 
Q, Fri Eh? (pes)’ (ph, = (1,)? -(poS)?. (Pi 
identisch. Aber (po&)? wie (p,o,&? sind diesmal wirkliche 
Faktoren (jeder vom dritten Grad in &, wie weiter unten be- 
wiesen). In der Tat erweist sich (po£&)? nach (14) als Funktional- 
determinante von 
K, (#o&)u,u, 
IK, (208) U, Uglv 
d.h. durch sein Verschwinden als Bedingung, daß die Formen 
(11) und (12) außer Il; noch einen von u und v unabhängigen 
Faktor gemeinsam haben. Damit ist die kanonische Form 
wieder mit 
| 0, (PP, )’(pod)’p, 0,8)” 
hier 

(41) G=bpoi’ pa’ —l,.C, 
hergestellt. 

Die Reduktion auf das Formensystem von f und @ ergibt 
sich folgendermaßen: 

K,u,=A u” 4,up), 
also 
Ku, mw 4 Un, Va, t Alp Ve: 

Aus der Funktionaldeterminante beider Formen 


KREMS iu — .Ug? 
(KK, )u,®u,, Vu Ue Verm Men) Vo, 


wird 


IE AS NE 


(42) Up lKK)o u, 
au, usz(apx) 
ZANSU,ZSDN. 


C,= (pox)?, wenn man wieder x statt & für den Ortspunkt 
setzt, erhält man aus up? für u=ox, also 


C,— 2 (aox) (Box) (aßx) 
(43) EN. (voX)? 


An einem Beispiel soll veranschaulicht werden, wie tat- 
sächlich 0, in zwei Kurven (,.C’, degeneriert, deren eine 
identisch verschwindet. 

Jede Gerade der Ebene wird von einem wirklichen Kegel- 
schnitt des Büschels 24,x,23,+4%,°=0 (S. 23) berührt, für 
den also A, von Null verschieden ist, sowie von der Doppel- 
geraden 4,=0. Die Wahl A—= u ‚bezw. A—=» (u, und», von 
Null verschieden), macht 


a2, u tu%, = — 20, 2, uU uU‘) 
’=2, 8 2%, U?=—2», Pu, Ten) 
und damit 
= — ii, gg —=— Am 
Pa 27% ı Pa = 2er’, 
so daß 


N = 8u,», (ur) u, (4, %,— U,X,) 
und damit für die wirklichen berührenden Kegelschnitte 
(,—8u,r, (ru) (0X); [X (0X), — X, (oX),] 


(44) — 8 u,v, wu) [20,,%,?X, — 0,5X,?X,— 20,5%, 89° 0185’ Rg] 


C,=0 erhält man immer für die Wahl «„,=0 oder », —0. 


ST. 
Diskussion der Ortskurve. 
Für den Fall allgemeinster Lage der vier Grundpunkte und 


des festen Kegelschnitts lassen sich eine Reihe von Eigen- 
schaften unschwierig aus den bisher abgeleiteten Gleichungen 


An 


bezw. aus den in ihnen auftretenden Formen ableiten. Dabei 
ist in erster Linie an die Formen S; der Gleichung 
(12)x,x, 5,8, (23) 2,8, 9,8, + (31) x,x, 5,5, — 0 
gedacht, deren erste Festsetzung Gleichung (9) lieferte. Aus- 
gangspunkt der Untersuchung ist das nicht ausartende Polar- 
dreieck zwischen V und V’. Nach (3) geht S; durch die Ecken 
u; und ux desselben; weiter gibt diese Gleichung die Tangente 
an S; in Uj mit 
Ole 0 
an, alo mit der x;-Achse vereinigt das Paar 
Ojj X? — ee 0 N 
während das Tangentenpaar von u, aus an den festen Kegel- 
schnitt durch 
ojj X — 2 0; XiXj 4 ji x” a) 

dargestellt wird. Beide Paare erfüllen die Bedingung har- 
monischer Lage zweier Linienpaare 

Ax,-2Bz,s,-0693°—0, 

A a BR FUN, 
nämlich AU+-A'C=2DBP. 
Die Einführung der Cayley’schen Sprechweise läßt dann, unter 
Festsetzung von S als absolutem Kegelschnitt, die Tangente in 
u„ an S; als Vertikale zur x;-Achse bezeichnen: „S; steht in 
u; und us auf x; senkrecht.“ Nun schneidet S; die Seite x; 
nochmals im Punkt f; mit den Koordinaten x; = o;, x; —=0, 
xx —= 0x, nach der Sprechweise von Cayley „im Fußpunkt des. 
von u; auf x; gefällten Lotes“, wie an Hand der Skizze der 
Figur 5 erwiesen wird. Die Polaren 

G; — SıX, == Sig X, - SigXz , 

GK= Sg X, + SkeX; + SksX, 
schneiden sich im Punkt F; = o;, |o;, |o;, d.h. im Pol der Ge- 
raden x; für S. Im Cayley’schen Sinn ist dann F;u; wie 
F;ux, allgemein jede Gerade durch F; eine „Vertikale zu x;“, 
also auch die Gerade F;f;. Diese Gerade F;f; mit der Gleichung 


Oi Xk — 0X —= 0 


Se 


geht nun aber auch durch u; und repräsentiert sich damit als 
die „Höhe von u; auf x;“, d.h. f; ist der „Fußpunkt dieser Höhe“. 

Gleichung (9) läßt S; durch die Schnittpunkte von S mit 
G; wie Gx, im Cayley’schen Sinn durch die dem absoluten 
Kegeischnitt S sowie den um u; einerseits und u, andrerseits 
beschriebenen ‚Kreisen‘ gemeinsamen Punkte hindurchgehen. 

Die vorausgehenden Betrachtungen ergeben zusammen- 
gefaßt, in der neuen Sprechweise: 


S; schneidet das V und V’ gemeinsame Polar- 
dreieckin den Ecken u,, U, und steht dose 2, 
senkrecht; ferner in’den Fußpunkten Kunde 
von u, und u, ausaufx; bezw. x; gefällten bLöte, 
S; schneidet den absoluten Kegelschnitt Sin den 
Punkten, die dieser einerseits mit den Kreisen 
um u; und andrerseits mit den Kreisen umü, Se 
meinsam hat. 


Eine weitere Beziehung verknüpft die S; mit den Doppel- 
punkten der Ortskurve; diese aufzufinden, wird folgende 
geometrische Überlegung erleichtern. Geht nämlich der feste 
Kegelschnitt durch alle vier Grundpunkte A;, ist er also selber 
von der Form V--4V’, so wird nach (9) 

Mwır-b, se 
und damit 
a ey 
die Ortskurve zerfällt in die doppelt zählenden Seiten des Polar- 
dreiecks. Damit ist bewiesen: Das Tangentenpaar von einem 
Punkt einer der drei Polardreiecksseiten des Büschels an irgend 
einen Kegelschnitt V, dieses Büschels ist gleichzeitig Tangenten- 
paar an einen zweiten bestimmten V, desselben Büschels. Und 
umgekehrt: Der Ort der Punkte, von welchen aus das Tangenten- 
paar an einen Kegelschnitt des Büschels V, = V + AV’ identisch 
ist mit dem Tangentenpaar an einen zweiten Kegelschnitt des- 
selben Büschels, ist gebildet durch die drei Seiten des dem 
Büschel zugeordneten Polardreiecks. Dieser Satz gibt in sehr 
schöner Weise die Doppelpunkte der Ortskurve an; denn für 
einen solchen gilt: Das Tangentenpaar von ihm aus an S—=0 


muß identisch sein mit dem Tangentenpaar an einen Kegel- 
schnitt V, des Büschels V,=V-+4V' und noch an einen 
zweiten V,. Damit sind die Doppelpunkte der „Brenn- 
punktskurve* als die Schnittpunkte derselben 
mit dem Polardreieck erwiesen; oder nach (3) als die 
Schnittpunkte von S; mit den Polardreieckseiten. Die Kurve 
hat sechs Doppelpunkte, erstens die drei Ecken 
when dannudie,BEunktert —=0la,la,; 5 Gr] 
I, = 0,,|0, |0. 

Daß diese Punkte eigentliche Doppelpunkte sind und keine 
weitere Singularität mehr enthalten, ergibt sich aus der ana- 
lytischen Darstellung der Tangentenpaare in ihnen; dasjenige 
in u, 


051 


9X — Gt Kt GR 0, 
stellt nur für bestimmte Relationen zwischen o,,, 0., %, eine 
höhere Singularität dar, ebenso natürlich das Tangentenpaar in 
u, und u,. Dasjenige im Doppelpunkt f, ist definiert durch 
GR — 0X TR, 
wobei » der Gleichung 
v° 015° 09 + 9 013 [013” (095 4 938) — 093” (91 1 Oge)] 
+ [9,2 93° (Og5 + 033) — 915 095 (019° + 941 98 4 91 998 #99 953) 
+ 9,593” (0, + 9%) = 0 
genügt; damit ist wieder die Existenz bestimmter Annahmen 
der o als Bedingung höherer Singularitäten gezeigt, ebenso 
natürlich auch für die Doppelpunkte f, und f,. 

Nach den Erörterungen der vorhergehenden Zeilen sind 
die Doppelpunkte £,',f,,f, in der neuen Sprechweise 
die „Fußpunkte der Polardreieckshöhen.“ 

Die Verbindungsgeraden f; u; schneiden sich in einem Punkt, 
0,9 913 | 991 993 | O3 99, der als „Höhenschnittpunkt“ des Polar- 
dreiecks angesprochen werden muß. 

Das Tangentenpaar der Kurve im Doppelpunkt u; 

Ojj Kia mr (oji + 0;j) Xi X 2 Gjj x, == 
läßt gegenübergestellt dem Tangentenpaar an S von diesem 
Punkt u; aus, 


Be 


ojj X” a 20;; XiXj + Oji x” — D; 
erkennen, daß beide Paare konjugiert harmonisch sind: im 
Cayley’schen Sinn stehen die Tangenten in u; an die 
OÖrtskurve aufeinander senkrecht. | 

Noch eines lehrt die Angabe der sechs Doppelpunkte, bezw. 
ihrer Koordinaten, die ja unabhängig von den Koeffizienten 
der das Büschel bestimmenden Kegelschnitte sind: Alle Büschel 
mit dem gleichen Polardreieck lassen Ortskurven mit den 
nämlichen Doppelpunkten u; und f; entstehen. 

Auf die mehrfachen Tangenten hat Darboux bereits hin- 
gewiesen. Daß die von den Grundpunkten A; aus an S ge- 
zosenen Tangenten dreifache Tangenten der Ortskurve sind, ist 
leicht einzusehen; denn da jede beliebige Tangente g an S von 
zwei Kegelschnitten des Büschels berührt wird, so werden 
jedesmal sechs getrennt liegende Kurvenpunkte auf einer solchen 
Geraden entstehen, allgemeine Lage vorausgesetzt. Geht aber 
die Tangente g durch A;, so wird der in A; diese Tangente 
berührende Kegelschnitt für diese Gerade doppelt zu zählen 
sein und damit auch jeder der drei durch die gemeinsamen 
Tangenten entstehenden Kurvenpunkte, doppelt aber nur in 
Richtung von g, d. h. letztere berührt C, dreimal. 5 

Die Plücker’schen Zahlen ergeben sich aus der bekannten 
Zahl der Doppelpunkte und der Ordnung der Kurve mit 

WR, 06 N) 
v-——i18 i—186 2.96, 


wenn u die Ordnung, » die Klasse, ö die Zahl der Doppel- 
punkte, x die der Spitzen, i der Wendepunkte und z der 
Doppeltangenten angibt. Unter letzteren sind die eben er- 
wähnten acht dreifachen Tangenten je dreimal zu zählen, so: 
daß außer ihnen noch 72 Doppeltangenten existieren. Mit 
diesen Zahlen ist das Geschlecht der Kurve p = 4 bestimmt. 
Eine vollständige Diskussion der Spezialfälle wird am besten 
folgende Gruppierung schaffen: 
I. Die drei Linearfaktoren von D = us? sind verschieden 
und S ist 
a) ein wirklicher b) ein ausartender Kegelschnitt; 


Dad. 


HU. Zwei oder drei der Linearfaktoren von D sind gleich und S ist 

a) ein wirklicher, b) ein ausartender Kegelschnitt; 

II. D verschwindet identisch, S ist a) ein wirklicher, b) ein 
ausartender Kegelschnitt. 

Innerhalb einer jeden dieser Gruppen wird dann eine neue 
Unterscheidung geben die mehr oder minder spezialisierte Lage 
von S sowohl gegenüber den vier Punkten A; und dem durch 
sie bestimmten Polardreieck wie auch gegenüber den wirk- 
lichen oder zerfallenden Elementen des Kegelschnittbüschels. 

In den folgenden Zeilen sind nur Spezialisierungen des 
Falles Ia und Ib behandelt; einer weitern Diskussion bieten 
die Fälle II und III nach Besprechung der ersten Gruppe keine 
Schwierigkeiten. 


88. 
Diskussion von Spezialfällen, wenn D drei 
verschiedene Linearfaktoren hat; S artet nicht aus. 


Hier wie im folgenden Paragraphen stützt sich die Dis- 
kussion auf die Gleichung (4) und die in ihr auftretenden 
Formen S.. 

a) Wenn A; ein Punkt von S, so wird die Tangente g in 
ihm an S von einem doppelt zu zählenden Kegelschnitt V, be- 
rührt (Figur 7), weshalb jeder Punkt auf g in der Richtung 
von g doppelt zu zählen ist; die beiden andern Tangenten h 
und k zwischen S und V, erhalten einmal den gemeinsamen 
Schnittpunkt, dann noch je einen doppelt zu zählenden Punkt 
durch den Schnitt mit g. Jeder dieser Schnittpunkte auf g 
charakterisiert sich daher, da er in beiden Tangentenrichtungen 
doppelt zu zählen ist, als Doppelpunkt. Der dritte Punkt auf 
g wird einfacher Berührpunkt. 

Der Fall S geht durch einen der Grundpunkte A; ist da- 
durch charakterisiert, daß die Jakobi’sche Kurve B=0 des 
Netzes A, f-+4,9 + 4,5 in jenem Punkt einen Doppelpunkt hat. 

b) Liegen A, und A, auf S, so muß naturgemäß die 
Jakobi’sche Kurve in A, einen weitern Doppelpunkt erhalten 

Egerer. 


und damit zerfallen: sie artet in einen Kegelschnitt und in 
eine Gerade aus, beide durch A, und A, gehend. 

Zu den acht Doppelpunkten des vorigen Falles treten nach 
der gleichen Entwicklung wie dort zwei weitere hinzu. Die 
Kurve würde dann mit zehn Doppelpunkten die Maximalzahl 
erreicht haben. 

Darboux hat bereits auf die Spezialisierung hingewiesen, 
die eintritt, wenn der Reihe nach zwei, drei oder vier Grund- 
punkte auf S rücken. Gerade der Fall: zwei der Grundpunkte 
auf S, wurde wiederholt in den „Nouvelles Annales“ behandelt.!) 
Und zwar in der speziellen Fassung: gegeben auf einem Kegel- 
schnitt zwei Punkte A, und A,, durch die ein Kreisbüschel 
bestimmt ist; gesucht die Kurve der Schnittpunkte der dem 
festen Kegelschnitt und je einem Büschelkreis: gemeinsamen 
Tangenten. A, und A, sind durch diese Fassung als die un- 
endlich fernen Kreispunkte definiert. Chasles und Mace de 
Lepinay sowie ihre Vorgänger hatten von den vier gemein- 
samen Tangenten zwischen V, und S immer'nur ein bestimmtes 
Paar zum Schnitt gebracht, jenes nämlich, für welches die 
Berührsekanten sich auf A, A, schneiden und als Ortskurve 
einen mit S homofokalen Kegelschnitt gefunden. Le Cointe 
wies zuerst auf die Unvollständigkeit der Lösung hin und 
zeigte, daß neben diesem Kegelschnitt noch eine Kurve vierter 
Ordnung auftrete, wenn man keine der vier gemeinsamen 
Tangenten bevorzuge. Darboux stellte dann die allgemeinste 
Form des Problems auf und gab die eingangs dieser Schrift 
zitierte Gleichung an. Aus ihr leitete er dann analytisch für 
den Fall: "A, und A, auf S ab, daß 0, = (,.0,. In der Tat 
läßt sich durch eine Lineartransformation der Ebene, die die 
Punkte A, und A, zu den unendlich fernen Kreispunkten macht, 
die allgemeine Aufgabe auf den vielbehandelten erwähnten Fall 
zurückführen?) 


!) Nouv. Ann. I. serie 1851 pag. 408 (Chasles); Nouv. Ann. Il. serie 
1880 pag. 91 (Mac& de Lepinay); Nouv. Ann. II. serie 1880 pag. 122 (Le 
Cointe). 

?\ vgl. hierzu Anhang S. 49. 


c) Wird S die weitere Bedingung auferlegt, daß er auch 
noch durch einen dritten Punkt A; gehen soll, so wird sich 
die Jakobi’sche Kurve. weiterhin spezialisieren: sie artet in 
drei Gerade aus, deren jede durch zwei der Punkte A,, A,, A, 
geht. Ebenso zerfällt auch die Ortskurve; denn der die Tan- 
gente an S in A, berührende Kegelschnitt V, erzeugt durch 
die ihm mit S gemeinsamen Tangenten wiederum zwei Doppel- 
punkte auf der Tangente durch A,. Die Kurve C,, in die im 
vorigen Fall C, neben C, zerfiel, müßte jetzt vier Doppelpunkte 
haben, was nicht möglich ist (C, ein Geradenpaar ist ja nur 
für weitere Spezialisierungen zu erwarten); sie muß also zer- 
fallen, und zwar in zwei Kegelschnitte. Jeden derselben erhält 
man nach den Überlegungen des vorigen Falles, wenn man 
von den vier gemeinsamen Tangenten immer die zwei aus- 
wählt, für welche die Berührsekanten sich auf der fixen Geraden 
A, A, bezw. A,A,, A,A, schneiden. Die Schnittpunkte der 
drei Kegelschnitte liefern dann die zwölf aufgetretenen Doppel- 
punkte der Ortskurve. Jeder dieser Kegelschnitte muß dann 
das von A, aus an S gelegte Tangentenpaar (als dreifache 
. Tangenten an (,) doppelt berühren.') 

d) Liegen die vier Grundpunkte A; auf S, so zerfällt, wie 
schon S. 30 erwähnt, C, in die doppelt zählenden Seiten des 
Polardreiecks. Die Jakobi'sche Kurve verschwindet identisch: 
die bekannte Bedingung, daß alle drei Kurven f, @, S dem 
gleichen Büschel angehören. 

e) Eine Spezialisierung anderer Art tritt ein, wenn S einen 
der Kegelschnitte V, doppelt berührt, im Cayley’schen Sinn, 
wenn sich durch die vier Punkte A; ein „Kreis“ legen läßt. 
Es wird sich die Kurve dahin spezialisieren, daß sie einen 
weiteren Doppelpunkt D erhält, den „Mittelpunkt“ des durch 
alle A; gehenden „Kreises“. Denn sowohl für das eine zu- 
sammenfallende Tangentenpaar g (Figur 8), wie für das andere 
h ist D doppelt zu zählen, muß also Doppelpunkt sein. 

f} Die S auferlegte Bedingung, daß ein o;x seiner Gleichung 
verschwindet, i und k verschieden vorausgesetzt, d.h. dab x; 


!) vgl. hierzu Anhang S. 50. 
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und xx konjugierte Gerade in bezug auf S sind, oder in der 
Cayley’schen Sprechweise, daß x; und x, „senkrecht“ sind, 
wird der Ortskurve einen dreifachen Punkt in der Ecke u; zu- 
weisen. Sei beispielshalber o,, = 0, so werden die Doppel- 
punkte die Koordinaten annehmen 


u 110 0 u... 00 401001 
= 005/05 = %|0|0 f, = 0,,|0|0, 


d.h. die „Höhenfußpunkte*“ f,, f, fallen mit u, zusammen und 
bilden dort, wo das Polardreieck „rechtwinklig“ ist, den drei- 
fachen Punkt. Die Ortskurve muß natürlich die beiden Polar- 
dreieckseiten in diesem dreifachen Punkt berühren, um der 
Bedingung zu genügen: sechs Schnittpunkte auf x, wie x,. 


g) Der erwähnte Fall, ein ox = Ö läßt sich noch weiter- 
hin spezialisieren durch die Annahme s; = 0 mit sg; =0; d.h. 
x; ist die konstante Polare zu u;, wie S auch sonst liegen 
mag; oder in der Cayley’schen Sprechweise, x; steht „senk- 
recht‘ zu x;, ebenso xx zu x;, das Polardreieck ist bei u; und 
ug „rechtwinklig“. Die Ortskurve muß jetzt zerfallen, und zwar 
in die doppelt zählende Gerade x; und eine Kurve C,.. Das 
läßt sich entweder analytisch zeigen, weil in diesem Fall 
G; =, S; == GE X, - ee Se = G; Gr — SED und damit 


Ü, = x* [xiXk G; Gr - Xi G% S; + Xk G; Ss 


oder ebenso einfach geometrisch; denn mit s;; — 0, sy; = 0 wird 
gleichzeitig 0; — 0, og; —=0, es müßten also alle drei Doppelpunkte 
f,, f,, f, nach zwei Ecken u; und ux des Polardreiecks fallen, und 
zwar paarweise; jede dieser zwei Ecken wäre dann ein drei- 
facher Punkt mit den Polardreieckseiten als Kurventangenten. 
Die Verbindungsgerade x; von u; mit u, müßte also die Kurve 
in acht Punkten schneiden, d.h. die Kurve muß zerfallen in 
die doppelt. zählende Gerade x; und eine Kurve vierter Ordnung. 


89. 
Diskussion von Spezialfällen, wenn D drei ver- 
schiedene Linearfaktoren hat; S artet aus. 


h) Die Degeneration von S in ein Punktpaar veranlaßt 
wohl die wichtigste Spezialisierung der Kurve. Wie schon 
eingangs dieser Schrift erwähnt, geht die Kurve in die eigent- 
liche „Brennpunktskurve“ über, wenn man die unendlich fernen 
Kreispunkte als spezielles Punktpaar annimmt. 

Seien die Koordinaten der Punkte des Paares P,—=c,|c, |c, 
und P,=e,|e,/e,, so wird die Form des Punktpaares in Linien- 
koordinaten u,’=Uue.:Ue, wobei og —=Gek—+cxe;, in Punkt- 
koordinaten Ss? —= — 2(cex). Da S als Klaßkegelschnitt 
ausartet, läßt sich, wie früher bereits angegeben, die durch (7) 
und (30) bestimmte Form der Ortskurve nicht mehr herstellen, 
wohl aber die Form (4) bezw. (5). Letztere hatten ja als 
Voraussetzung nur, daß D drei verschiedene Linearfaktoren hat. 
Form (29) setzt S als Klaßkegelschnitt voraus. Daraus folet 
dann, daß die Ortskurve sowohl wie die in ihr auftretenden 
Formen alle die Eigenschaften, die aus den erwähnten Gleichungen 
abgeleitet wurden, behalten. Das sind aber alle, die bisher 
aufgestellt wurden. Denn wenn auch die Form (9), hervor- 
gegangen aus einem Vergleich von (4) mit (7), identisch ver- 
schwindet, so bleibt doch die durch sie zum Ausdruck gebrachte 
Eigenschaft von S; (S. 30) erhalten. Das läßt sich leicht ent- 
weder durch eine geometrische Grenzbetrachtung oder aber 
elementar-analytisch nachweisen: S; geht durch P, und P.,. 


Damit stellt sich aber im Cayley’schen Sinn — der zu einem 
Punktpaar ausartende „absolute Kegelschnitt“ S definiert eine 
parabolische Maßgeometrie — S; als „Kreis“ dar durch die 


Ecken u; und ux des Polardreiecks, in denen er „senk- 
recht“ zu x; ist, und durch die „Höhenfußpunkte“ auf 
x; und xx. Die gestaltlichen Verhältnisse der Ortskurve sind 
diejenigen des allgemeinen Falles, nur spezialisiert. Zunächst 
hat die Ortskurve dieselben sechs Doppelpunkte u,, u,, Uu,, I, 
f,, f,, für die genau dieselben Beziehungen gelten wie für die 


u) 


des allgemeinen Falls, sie werden durch die drei „Kreise“ S; 
auf den Polardreieckseiten ausgeschnitten. Zu diesen sechs 
Doppelpunkten der Kurve treten nun aber noch P, und P, als 
neue hinzu; denn die Entstehung der Ortskurve verlangt, dab 
P, wie P, für jede Gerade, die man durch sie hindurchlegt, 
doppelt gezählt werden müssen. Damit gehen dann die im 
allgemeinen Fall von A; ausgehenden Tangentenpaare an S, 
hier die Verbindungsgeraden P, A; bezw. P,A; in Doppeltangenten 
über. Auch P, und P, sind eigentliche Doppelpunkte; die 
Richtung der Tangenten in ihnen an die Kurve ist direkt ge- 
geben durch die beiden „Parabeln“ des Büschels, das sind jene 
beiden Büschelkegelschnitte V, und V’,, die die Gerade P,P, 
berühren (Fig. 9. Denn wenn V, die Gerade P,P, berührt, so 
fällt von den zwei Schnittpunkten, die sonst durch einen nicht- 
berührenden Kegelschnitt außer P, noch auf der Tangente g 
erzeugt werden, noch einer nach P,, es muß also P, für die 
Gerade g dreifach gezählt werden, also muß g die Ortskurve 
in P, berühren. Denn daß P, ein dreifacher Punkt wäre oder 
auch nur ein Rückkehrpunkt, ist nach den vorausgehenden 
Frörterungen, nach denen P, für beliebige Gerade durch ihn 
allgemein nur doppelt zu zählen ist, ausgeschlossen. Die vier 
von P, und P, ausgehenden Tangenten an die „Parabeln“ des 
Büschels sind gleichzeitig Tangenten an die Ortskurve in P, 
und P,. Daß die Berührungspunkte der „Parabeln“ auf P, und 
P, auch Kurvenpunkte sind, ist ohne weiteres einzusehen. 
Die Kurve hat also acht eigentliche Doppelpunkte: u,, u,, U,, 
f, 6, %, F, undP,. Sieist damit vom Geschlecht p—2 und 
von der Klasse 14; die Zahl der stationären Tangenten ist 24, 
ihrer Doppeltangenten 52. 

Die Jakobi’sche Kurve des Netzes 4, f+4,9--4,5, nämlich 


B—= rasbrı (ab) 
— — 2(cex). ax bx (ab ce) 
—= — 2(cex) [ax a6 - bxbe — are -brbel, 
artet aus in einen Kegelschnitt und die Verbindungsgerade P,P,. 


i) Geht P,P, durch A;, so wird sich die Kurve dahin 
spezialisieren, daß die beiden Doppelpunkte P, und P, Spitzen 
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werden. Während im allgemeinen Fall immer zwei „Parabeln“ 
V, und V’, auftreten, gibt es jetzt nur eine, natürlich doppelt 
zählende; die Berührung selbst findet in A; statt. Die beiden 
Tangenten g und i der Figur 9 an V, und V’,, gleichzeitig 
Ortstangenten in F,, gehen jetzt in eine einzige über, P, muß 
Rückkehrpunkt werden. Ebenso verhält sich P,. A; selber 
wird dadurch Berührungspunkt auf P,P,. 

k) Fällt P, auf A;, so muß die Ortskurve in zwei identische 
Kurven dritter Ordnung zerfallen, denn je zwei der im allge- 
meinen Fall auf einer durch P, gehenden Geraden außer P, 
selbst noch entstehenden Punkte fallen in einen zusammen, da 
von P, aus das Tangentenpaar an V, zusammenfällt. Diese 
Spezialisierung ist mit folgender Aufgabe äquivalent: Von einem 
festen Punkt P, aus ziehe man an alle Kegelschnitte eines 
Büschels das Tangentenpaar und schneide dasselbe mit der 
jeweiligen Tangente des Büschelkegelschnitts in einem der 
‘'Grundpunkte. Der Ort dieser Schnittpunkte muß eine Kurve 
dritter Ordnung ergeben, die doppelt gezählt die Ortskurve bildet. 
Die Beziehungen der beiden letztbesprochenen Fälle bleiben 
natürlich bestehen: dort waren die Tangenten von P, und P, 
aus an die doppelt zu zählende „Parabel“ Ortstangenten in 
diesen Punkten. Die Kurve berührt P,P, in A, d.i. in P.. 


l) Bei dieser Gelegenheit sei die Frage aufgeworfen, unter 
welcher Bedingung die Ortskurve in zwei Kurven dritter 
Ordnung zerfällt. Da läßt sich nun sofort sagen: Die im all- 
gemeinsten Fall: S ein beliebiger Kegelschnitt bereits bekannten 
Doppelpunkte u,, u,, u,, £,,1,,1, müssen für 0, —=(,. 0, Schnitt- 
punkte von (, mit U’, werden. Denn die Möglichkeit, daß 
einer dieser Punkte Doppelpunkt von C, oder U’, wird, ist 
ausgeschlossen, da dann irgend eine der Geraden x; auf U, 
oder U’, vier Punkte ausschneiden würde. Die’beiden Kurven 
müssen also, da sie durch alle u; gehen, von der Form sein 


G,=aX’%, + bx’%, 0X? + dx, X ter, + 1%’, 
+%%’=0, 

Max X PR ty’ OR KH EX NR, + PR,’%, 
rl! 


rn 


Die Koeffizienten a, b,... o lassen sieh nun bestimmen durch 
den Vergleich 0,.0,—=o(, [C, nach (4) entwickelt]; daneben 
dient noch die Kenntnis, daB L —=0|o,|0,, & = 0, |0|%;, 
1, — 0,,|0,, |0 beiden Gleichungen genügen. Macht man noch 
die an Allgemeinheit gegenüber S nicht verlierende Annahme 


V, DEE At An Ip TE A, En eye X) 1 A I = X) ) 


so dab 
GENF RI, + RN 5,58, 


also alle (ij) = 1 werden, so wird die Entwicklung wesentlich 
vereinfacht. Dann wird 


ER, ee 2 Bi 
ern I N OR 019 913 EXı Xa 
m PAPER 2 xy rn 2 
= 019 3 X, 013 %2 X a 012 913 Xafg 
REN ET a Bea 
0, ty OO PR RG 1000,08 X 013 YXı X 


ARE 2 2 2 
I 9993 OR RZ — Op" Ro X, 0,9 5 N X? 
na 4 . .. e [44 
Erwähnenswert ist, daß der ,Höhenschnittpunkt“o, ‚0,3105, 093/03} 035 
ein Schnittpunkt von C, mit C’, ist, wie aus beiden Formen 
ersichtlich. | 
Die Koefficienten c, d, y, ö sind bestimmt durch 


hi BEE (029 as 9,1) Ar V(%ı hun 69° 
Ö 2 0,9 
) BE tn a ee 
7 20: 
und noch weiter verknüpft durch die Relation 
0, AH C)—= — 0,,(05 4 095,). 


Von den Vorzeichen der Wurzeln in c,y, d, ö gilt: Das Vor- 
zeichen einer der beiden Wurzeln, etwa in d oder ö, ist be- 
liebig; denn U’, geht aus U, hervor, wenn man y statt ce und ö 
statt d setzt, d. h. jedesmal das Vorzeichen wechselt. Dann 
ist nur mehr das Vorzeichen von c willkürlich, jenes in y 
dadurch bestimmt. Die Bedingung des Zerfallens von U, geht 
damit über in 


orı Tr) (Re) E You Hg)" A 
von ta’ —4 015°|%; — 2019015 (9a + 933) ; 


a et 


rationalisiertt und umgeformt 

a Eds On Was dia ri 
Opa: 1a (O13-038 1 Spa Ca) — 2 010 55 95 9 4 2 9.0 Dia Das — 0) 
wenn S;, und S Unterdeterminante bezw. Determinante von 
[91 995 055 | ist. 
Ist der feste Kegelschnitt nur Ordnungskegelschnitt, also u,? die 
Linienkoordinatengleichung zu s,?, so wird Sjx = Six co, wenn o 
die Determinante |S,, Sg5 S;, |, und S= 0°. Damit wird dann 
die Bedingungsgleichung für das Zerfallen 


[041 Og5 (a 9a F Sıs Ha) T 099° %5 (Bas Ya + Sıa 933) 
0,9” 619 (S1g 95 + Sag %5)] — 20° 015 15 995 4 30° - 519 513 55, —0. 
m) Für den Fall: S ein Punktpaar, ist diese Bedingung 
erfüllt, wenn dieses Punktpaar auf dem nämlichen Kegelschnitt 
V, liegt; dann gilt nämlich, falls P, =; |c, Biesıe 
(a? — 5°) +2, (0? — 6) = 0 
1, (ea? — 8°) +4, (eg — &)—=0, 


so daß, wenn bezeichnet 


Putz ern ea a 
> > Dre AU 2 
N Ei walk, 
5 LT ER 3 
| 62”; Be ae 


oilt 
Ya =t, y,0, yo, —V. 


Die Einführung der Werte y;, & macht 


Yon +)? — 40,’ = Yn& 
Vent% we = Yn& 

Vs 0) — 405° Vo + 9%)? — 40,7 zu VY2? 8? Ay 
und die N Bedingung des Zerfallens von C,, nämlich 
HF 833) (01 + 0) EIVlen + 0? Fo, 

Vlo, + 0) — 4 015°] Do 00m lOsa I 0oe) 


tatsächlich wahr (für die Wahl des einen Vorzeichens). 
Der vorliegende Fall ist die projektive Erweiterung des 


von Sylvester zuerst untersuchten Spezialfalles der Brenn- 
punktskurve, des Falles nämlich, daß die vier Grundpunkte 
A; auf einem Kreis liegen. Im Cayley’schen Sinn ist der das 
Punktpaar P,, P, enthaltende Büschelkegelschnitt V, wie im 
Fall e) als „Kreis“ anzusehen, der zu den schon bekannten 
Schnittpunkten W, u, ,1,1,,1%,Fb, und DB, von GO una 
noch hinzutretende D= o,, 0,, | 05 035 | 05, 0, Wieder als „Mittel- 
punkt“ dieses Kreises. Sylvester fand, daß sich unter der 
Voraussetzung, die vier Punkte A; liegen auf einem Kreis, die 
Brennpunktskurve in zwei Kurven dritter Ordnung auflöst. Die 
projektive Erweiterung der Sylvester’schen Annahme dahin, 
daß an Stelle der unendlich fernen Kreispunkte zwei beliebige 
Punkte treten, läßt also diese Eigenschaft bestehen, zugleich 
mit derjenigen, daß sich diese beiden Kurven dritter Ordnung 
auch noch im „Höhenschnittpunkt“ des Polardreiecks schneiden. 


n) Die Bedingung, P, P, geht durch einen der Eckpunkte 
u;, läßt C, ausarten; geometrisch ist das daraus ersichtlich, 
daß die Gerade P, P, die Ortskurve in sieben Punkten schneiden 
würde, nämlich in den Doppelpunkten P,, P,, u und dem Be- 
rührungspunkt der zweiten „Parabel“ des Büschels — der Be- 
rührungspunkt der ersten ist ja u. (Ü, zerfällt in die Gerade 
P,P, und eine Kurve fünfter Ordnung. Analytisch ergibt sich 
diese Einsicht ebenso leicht: S; wie S, müssen in ein Geraden- 
paar ausarten, da drei ihrer Punkte, P,,P, und u; immer auf 
einer Geraden liegen. 


> lol) 
>: — (Cex)- 21; f,) 
bis auf einen Zahlenfaktor, so daß 
GiteR V 


0) Liegen die Punkte P, und P, auf einer Seite des Polar- 
dreiecks, etwa auf der x, Achse, so wird sich der vorige Fall 
noch weiter spezialisieren. Jedenfalls muß die x, Achse einen 
Teil des Ortes bilden. Sei unter der angegebenen Annahme 
PR, =Ijel, Bet, area 
2a, eg, te, 0,2 e,, so wird 


SB 


gt, 2 
Br — (05 X 


.=—05,%,%,40, X, 8, 
N r r r 
= —- 0X 409 Xı X, 
also 
iu, 


p) Liegen die beiden Punkte P, und P, noch konjugiert 
zu den Ecken u, und u,, so werden ihre Koordinaten O|c,|c, 
bezw. O0|—c,|e,, so daß o,, — 0 und damit (,—x, ?x,’x,?0,,0,, 
wird, also in die doppelt zählenden Seiten des Polardreiecks 
ausartet. Im Cayley’schen Sinn stehen hier x, und x, zu- 
einander ‚senkrecht‘. 

q) Rücken die beiden Punkte P, und P, ins Unendliche, 
so ist eine Spezialisierung der Ortskurve nicht zu erwarten 
im projektiven Sinn ist der angegebene Fall ja auch keine 
Spezialisierung des Punktpaares. Aber es lassen sich im Vor- 
hinein die Asymptoten der Kurve geometrisch bestimmen, und 
zwar durch die beiden wirklichen Parabeln des Büschels, in 
die jetzt die „Parabeln“ im Cayley’schen des allgemeinen 
Falles h) übergehen. Entsprechend den dortigen Folgerungen 
sind jetzt die Kurventangenten in P, und P,, das sind vier der 
gesuchten Asymptoten, da P, und P, unendlich ferne Doppel- 
punkte, als Tangenten an die beiden Parabeln bestimmt. Die 
Berührungspunkte dieser Parabeln mit P, P, müssen aber selbst 
Kurvenpunkte sein, so daß die restierenden Asymptoten als 
Parallele der Achsen dieser Parabeln auftreten. 


r) Sind diese beiden unendlich fernen Punkte P, und P, 
speziell die unendlich fernen Kreispunkte, so geht die Ortskurve 
in die eigentliche Brennpunktskurve des Büschels V+4AV' 
über. Nach dem Vorhergehenden sind die Asymptoten der- 
selben bestimmt als die von beiden Punkten aus an die beiden 
Parabeln des Büschels gelegten Tangenten, sowie als die 
Achsen-Parallelen der beiden Parabeln. Die ersten vier werden 
stets imaginär sein; sie sind definiert als die von den Brenn- 
punkten der beiden Parabeln aus nach den unendlich fernen 
Kreispunkten gehenden Richtungen (da sich ja die von den un- 
endlich fernen Kreispunkten aus an irgend einen Kegelschnitt 


der Ebene gezogenen Tangentenpaare in den Brennpunkten 
desselben schneiden. Naturgemäß erhalten die bisher auf- 
gestellten projektiven Sätze jetzt eine metrische Bedeutung; 
die Einführung der Cayley’schen Sprechweise des allgemeinen 
Falles gestattet aber die Beibehaltung des bisherigen Wort- 
lautes. 

s) Der Fall: S ein Doppelpunkt, macht so recht darauf 
aufmerksam, daß S als Kurve zweiter Klasse und nicht als 
solche zweiter Ordnung anzusehen ist. Es wird im folgenden 
nachgewiesen, daß die Ortskurve, im Fall S ein Geradenpaar 
durch P ist, vollständig unabhängig von den beiden Geraden 
durch P und nur abhängig von diesem Punkte selbst ist: S ist 
als zusammenfallendes Punktpaar, d. h. als Klassenkurve zu 
betrachten. Im voraus weiß man bereits, daß 0, in zwei 
Kurven dritter Ordnung (,.0’, zerfallen muß, da die Bedingung 
erfüllt ist, daß P, und P,, hier der Doppelpunkt P, auf dem 
nämlichen Kegelschnitt V, liegen. Die eine Kurve U’, muß 
dabei ein Geradentripel sein, da der vorliegende Fall als 
Spezialisierung von n) anzusehen ist, also 


Ur 7% H, H, Ho; , 1 (ed 


wenn P die Koordinaten d, |d, Auch geometrisch läßt 
sich sofort einsehen, daß die von P aus nach den Ecken u; 
gezogenen Geraden H; die Ortsbedingung erfüllen, also Teile 
der Ortskurve sein müssen. Die andere Kurve C, gibt gleich- 
zeitig die bekannte Lösung der Aufgabe: Wenn man von einem 
Punkt P aus die Tangenten an alle Kurven eines Büschels 
zieht, so liegen die Berührpunkte auf einer Kurve (An — |) ter 
Ordnung, welche durch P und die n? Grundpunkte des Büschels 
geht. C, zerfällt also in das Tripel H,, H,, H, und eine Kurve 
dritter Ordnung (,. Die Doppelpunkte u;, fi werden jetzt die 
Schnittpunkte der H; mit C,. 

Analytisch ergibt sich Je Zerfallen von (, folgenderial ht 
Da S; durch die Punkte u;, ug, f;, fx und den Doppelpunkt P 
hindurchgehen muß, u;, f; und P aber auf einer Geraden liegen, 
auf H;, ebenso wie ug, fx und P auf H,, zerfällt S; und wird 
S; — H;Hı. H;, H; und H, sind die „Höhen“ des Polardreiecks. 


u 


Damit wird dann | 
G=HH,.H[H,x%,+ Hx,x, + Hx,%. 
Ist das den Doppelpunkt P bestimmende Geradenpaar s\?—= xx, 


so werden die Koordinaten von P dr (Cor el, =, 
d, —= (ce), und H; bis auf einen Zahlenfaktor 


H; == (xu;d) = (x.d):. 


t) Liegt P auf der Verbindungsgeraden zweier Grundpunkte, 
A, und A, etwa, so muß die Kurve (, des vorigen Falles noch- 
mal zerfallen. Denn C, würde die Gerade A, A, in mehr als 
drei Punkten schneiden: in A,, A,, P und der auf A, A, liegenden 
Ecke u;. Analytisch ergibt sich das nach leichter Berechnung. 
Es wird P die Koordinaten haben P—d, |d, |d,, wenn A, A, 
durch u, geht. Dann wird 


H=2d,—-2d, ,B=xd-xd, ,H=d&, —x,) 
und bis auf einen Zahlenfaktor 
G=H,.[4,x% — 4,8%, —d%8%,+d,x%?]. 

u) Liegt P auf einem der Grundpunkte A; selbst, so wird, 
was geometrisch und analytisch ohne weiteres ersichtlich, auch 
Os HH, H, ‚salso 

Geiz. Hi 

v) Wird S eine Doppelgerade, die Klassengleichung also 

identisch verschwinden, so wird auch 0, identisch Null. 


Anhang. 


Die graphische Darstellung der Ortskurve für eine Reihe 
von Spezialfällen ermöglicht sich einmal durch die Angabe 
einer Reihe von Sätzen sowohl allgemeiner als spezieller Be- 
deutung. Es sei erinnert an die acht dreifachen Tangenten, 
gegeben durch die von den vier Grundpunkten A; ausgehenden 
Tangenten an S; an die speziellen Sätze über Doppelpunkte usw. 
Von Vorteil ist noch die Angabe von zwölf Tangenten der 
Kurve nebst ihren Berührungspunkten durch die sechs S be- 
rührenden Kegelschnitte des Büschels. Im gemeinsamen Be- 
rührungspunkt nämlich von S und V, fallen zwei der vier 
möglichen Tangenten zusammen und schneiden auf jeder der 
beiden andern einen nur in Richtung der letzteren doppelt 
zählenden Punkt aus, d.h. dieselben berühren die Ortskurve 
je in einem solchen Punkt. 

Einwandsfrei läßt sich die Darstellung der Kurve natürlich 
nur auf analytischem Weg ermöglichen, etwa durch eine Para- 
meterdarstellung. Man erhält diese, indem man die sechs 
Schnittpunkte der beiden Kegelschnitten V, und S gemeinsamen 
Tangenten paarweise als die zerfallenden Elemente der durch 
V, und S bestimmten Schar betrachtet und darstellt. In 
Punktkoordinaten sind die Gleichungen des festen bezw. 
variablen Kegelschnitts 

D= 5° —=2$5%KXRk, 
Vv=Y+NV—_x?’— X —- A —%), 
wenn man den Punkt A, als Einheitspunkt wählt, ihm also die 
Koordinaten 1|1|1 gibt, in Linienkoordinaten demnach 
2 — 1 UN 


RR 


P—u?’— 7 a 


Die Gleichung der durch & und ® bestimmten Schar ist damit 
oder 


4 
u —Q)+ 20,0, 4%’ (0: 735) 20,;U,U, + 20,U,U, 


Er u," (9: — ji 1) 0. 
Unter der Bedingung 


| 0,170 012 013 | 
% 
015 7 093 200 
% 
13 093 ya | 


stellt die erwähnte Gleichung die drei Schnittpunktspaare der 
V, und S gemeinsamen Tangenten dar. Für jede der drei 
Wurzeln der vorstehenden Determinantengleichung, aufgelöst 


®+be+co+d=0 


erhält man ein Punktpaar von der Form 
u,”(0,—0)+ 20,40, U,’ (0, + )+ 20,U,U, + 20,U,U, 
+4" (9 = N —) 


oder zerlegt 

es ur, FRE EEE WL 0. 
Die Identität beider Gleichungen ermöglicht die Angabe der 
Koordinaten eines jeden der beiden Punkte x’ und x”t) in 
der Form 


ıı CGlebsch-Lindemann S. 104. 


(45) bezw. 


wo dann o noch der Bedingung 


6° + bo’ + co d=dV, 
d.i. der oben angeführten Determinantengleichung genügen 
muß. In dieser ist 


ben 0 d— Do, 
S S 
e=AM-—]|]) mbuidne) wg ) 
Gin a0, 
d=4ß@—]) O1 Ra Rs|ı 
O5) (Igg Oz 


S;; sind die Unterdeterminanten zu o;; der letzten Determinante. 
Solange S nicht als Klassenkurve ausartet, läßt sich auch schreiben 


s S, 
e—=/(4—1)o |—s,—+ a 
d=4(4—]) o?, 
wenn RR 
Bezüglich der graphischen Darstellung sei noch bemerkt, 
daß mit I, I, II die Ecken u,, u,, u, des Polardreiecks be- 
zeichnet werden, mit 1, 2, 3, 4 die vier Grundpunkte A;, mit 
a, b, e die, Doppelpunkte £, L,, 5 und mit G, 0, Gase 
Polaren zu I, DO, IH für S. 
Figuren 11 und 12 stellen für den nämlichen Kegelschnitt 
=y’— 8, +%,’—52.,%, —2x2,8,+12x2,?—=0 
erstere die drei Kegelschnitte S;, letztere die Ortskurve vor. 
Von den sechs Doppelpunkten sind zwei isolierte Punkte. 


N AD 
Figur 13 entsteht durch die Wahl 
S—x%’+2x2%, 42,702, 028,%,+8%,—=0,. 
Alle sechs Doppelpunkte sind eigentliche. 
Figur 14 gibt die Ortskurve für die Annahme 
sS=10x?—8x,x,+44x,°’— 14x, —4x,%,+12x2,’—=0, 
d.h. S-geht durch den Punkt 1/11. Die Tangente in ihm 


x +2, —3x,=0 ist auch Tangente für den Büschelkegel- 
schnitt V_ u 2 en 3X,;°—=0. Schnittpunkte der S 
I\=— 


und V, gemeinsamen Tangenten sind einmal die beiden neu auf- 
tretenden Doppelpunkte D,, D,, die den Werten 0, —=60, 0,—=60 
der Parametergleichung zugewiesen sind, ferner zwei Punkte 
für den Wert 0,,=— 6. Die beiden Punkte D,, D, allein sind 
isolierte Doppelpunkte. 

Geht S durch zwei der Punkte A;, so artet die Ortskurve 
aus (,—=(,.C,. Das ergibt sich daraus, daß die Gleichung 
o®—+bo?-+coe—+d=0, deren Koeffizienten b, c, d Funktionen 
von 4 sind, im vorliegenden Fall eine Wurzel unabhängig von 
4 hat, 


0, = a ae 


S11 
wie durch Einsetzen in diese Gleichung sofort zu erweisen ist. 
Für diesen konstanten Wert von o liefert dann die Parameter- 
darstellung 


4 
uxX —=0,-+ : R ( a) 
AR, sıT V (1° 0) (055 va 
| 2 


EN? Ey g 0 
Mar Osg eh V =7 (. r °) (o,. us N 


MATT Oyg en 
einen Kegelschnitt. 
Für den Fall 
S=2x’+2x,%,+3x%,?— 2x,%,—118,%,+6%2,?—=0; 
d.i. S geht durch A A=1|1|j1 und Aa=— 1|1|1, findet die 
4 


Egerer. 


Be SR 


Ortskurve in Figur 15 ihre Darstellung. Für jeden Wert von 
i existiert die Gleichung 0°+ bo®+ ce +d=0, hier 

e +3) le? +24 A +1) +70AR— 10, 
die also eine von A unabhängige Wurzel 0, = — 45 und die 
beiden anden 9, ,—— 12 A+1+y1-+771—47] liefert. 
Für die Werte A, =1,882 7875, ),=--0,132 7875, die 
0, = 0, machen, erhält man die beiden Doppelpunktspaare einmal 
auf der Tangente in A,, das andere Mal auf jener in A,. Dem 
ersten Wert og =— 45 entspricht die Kurve 


at 45 
RER 10 + 9/ 100-+4(20 472) 


Ir. 0 0 —y/ 1600 ‘2 (1.2) (20 
(+) A A-1 


45 
u Xa = 20 — I. 


d.i. ein Kegelschnitt. Die Beseitigung von A liefert ihn in der 
gewöhnlichen Darstellung mit 


,=20x’+52x, 2. —-28,%8,—=0. 

Die von A, und A, aus an S gelegten Tangentenpaare, drei- 
fache Tangenten für C,, sind einfache für C,. Die Kurve 
vierter Ordnung Ü, hat I und a als Doppelpunkte, die übrigen 
Doppelpunkte von C, sind Schnittpunkte von C, mit (,. 

Auch der Fall: S geht durch drei Punkte A;, soll hier noch 
etwas ausgeführt werden. Wie im vorigen Fall wird die jedem 
Parameter A zugeordnete Gleichung 0 +bo?+ co +d—=0 zu- 


nächst eine von 4 unabhängige Wurzel “ liefern und damit 


11 
genau wie dort einen Kegelschnitt bestimmen. Die beiden 
andern Wurzeln obiger Gleichung genügen dann den Koeffizienten- 
beziehungen 


— & te )=b+-— 


also der Gleichung 
+ (b+, Je tdu=0, 
9 6 


und es ergeben sich damit (unter Benützung der Bedingung, 
daß A,,A,, A, auf S liegen, bezw. den daraus gefolgerten 
Koeffizientenbeziehungen in S) zu 

Ss A— 1), 9, =— SS 4, 0, — 895 335 » 
ÜBERS, Busißın. 

Dann erhält man die drei Kegelschnitte: für 0, = S;, Sys 
Gern tet St) NR St Set See) 
+: %%—0; 

ur, —:,, A —1) 
VDE, — NK (5, SE) RR St Se) 
— 8, Set) 0; 
jur 818,4 
N,=xX% (Sıı + Sie) + 82” (Sa 4 See) — Sıa Xı X 
— RR (5, + Sa 4 5) 0. 
Diese in drei Kegelschnitte zerfallende Ortskurve findet 
in Fig. 16 ihre Darstellung. Gegeben ist 
Se A A A a DR 
Für jeden Wert A hat die Gleichung 0 +bo? co +-d=0 
die Wurzeln 
Ge d; 9 —=8k—1), 0, = 164. 
Die drei entstehenden Kegelschnitte sind 


r 2 r Ay r — 
IK’ FR HER —=(, 
2 2 ‘g 7 r 2 Be 
RR HI, 5° —=0, 

r 2 3 5 7 Ay | 
KIEL FU Dune ll, 


In Fig. 17 ist angenommen 
S=x?4+2xx2,+4x2,’?62.,. 8, 69,8, +82,’ =0, 
so daB o,—=0, d. h. x, ist „senkrecht“ zu x,. Die sechs 
Doppelpunkte haben dann die Koordinaten I—=1[/0/0, I=0|1|0, 
BI NO a, 10.0 ai es 
4* 


BER N 


fallen also b, c, I zusammen und bilden dadurch den dreifachen 
Punkt. Die Ortskurve berührt in I die beiden Polardreieckseiten. 

Auch sk =0, mit sk—=0 soll noch etwas ausgeführt 
werden. Ist etwa s,—=0, 3,0, so ergibt die Parameter- 
form zu jedem Wert A die Wurzel og, = o,, (A — 1) der Gleichung 
o®—+bo?—-co-+d=0, während die beiden andern Wurzeln 
bestimmt sind durch 

OH Sgg (Sy A — Sge) @ — 8250, AO. 

0% = 055 (A— 1) ergibt die doppelt zählende Gerade x, —=0, 


während die Kurve vierter Ordnung C, bestimmt ist durch 


u Ey -a (9) 


Fig. 18 gibt das Bild der Kurve für den Fall 
Sr=X? 2%, 314 128 70: 
hier ist 5. —8;; —(, daneben noch s,, 0. 

Artet S in ein Punktpaar aus, so wird die Parameter- 
darstellung sich erheblich vereinfachen. Im allgemeinsten Fall 
waren die Koordinaten des Ortspunktes gegeben durch Glg. 46, 
wobei o der Gleichung 0° —bo®+-co+d=0 genügen muß. 
Diese vereinfacht sich jetzt wegen d—=0O zu o (?+boe +) —0; 


= re 
9, —0 gibt das Punktpaar P,,P,; & ; = na die 
Ortskurve, wobei 
eng ıia, „Aria 
S S 
— Be. Ben 2a et 
c—=Al—|]) Sıt+ F Ti 


b?— 4c ist in A quadratisch; durch passende Substitution eines 
neuen Parameters » wird sichyb®—4e, also auch o als ratio- 
nale Funktion von » darstellen lassen, und damit schließlich x; 
als hyperelliptische Funktion von v, was hier nur angedeutet 
werden soll. 


ce ER 


Fig. 19 gibt für die Wahl PR = — 5,39|2,08|1 und 
P, = — 4,31|3,74|1 die Ortskurve. Die P; wurden gewählt 
als die Berührpunkte der von lII aus an den Kegelschnitt S 
der Fig. 12 gezogenen Tangenten, um zu veranschaulichen, wie 
beim Zerfallen jenes Kegelschnitts in das Punktpaar die Orts- 
kurve die beiden neuen Doppelpunkte gewinnt. 

Die Annahme P,P, geht durch A;, findet ihre Darstellung 
durch Fig. 20; P, und P, haben die Koordinaten 4] — 2|1 
bezw. — 3/5 |1, die Gerade P,P, also die Gleichung x +x, 
— 2x,=0, die in A, berührende doppelt zu zählende „Parabel“ 
x +x,°?—2x,’=0. P, und P, sind Rückkehrpunkte. 

Das Zerfallen der Ortskurve in (,=(,.Ü', zeigt Fig. 21, 
wo P, = y5|2y2|y2 und P,R=— y5|3|1 gewählt wurden, 
also so, daß sie auf dem nämlichen Kegelschnitt V,—=2x? 
— x? — x, —=0 liegen. Der neue Doppelpunkt von (,, der 
neunte Schnittpunkt von C, mit Ü’,, ist dann der „Mittelpunkt“ 
des „Kreises“ V,. 

Die Wahl PR, =0]|5|1, P,=0/|6|1, also beide auf der 
x, Achse, die ein Zerfallen von 0, in C, und die doppelt 
zählende x, Achse bewirkt, findet in Fig. 22 ihre Darstellung. 

Die Annahme PR =—2|—3|1 und ,=—4|—2|1, 
d.i. beide Punkte auf der unendlich fernen Geraden, findet 
ihren Ausdruck in Fig. 23. 

Fig. 24 gibt die Kurve graphisch wieder, wenn 


S=%&%—=(x, —4x,+ 16x) (dx, +28, — 368%,)=0. 
Der Doppelpunkt P hat die Koordinaten 8|6 |1. 


Spezialdruckerei für Dissertationen, Robert Noske, Borna-Leipzig. 


= 


Lebenslauf. 


Der Verfasser, Christof Anton Heinz Egerer, ist geboren 
am 29. März 1874 zu Nürnberg. Seine Eltern sind die ver- 
storbenen Wagnerseheleute Josef und Franziska Egerer, ge- 
borene Ernstberger; er ist katholischer Konfession und bayrischer 
Staatsangehörigkeit. Verfasser besuchte sieben Jahre die Volks- 
schule in Nürnberg und neun Jahre das humanistische Gym- 
nasium (Nürnberg, Bamberg, Nürnberg, Münnerstadt). Vom 
Jahre 1895 an widmete er sich teils an der Universität, teils 
an der technischen Hochschule in München dem Studium der 
Mathematik und Physik, der Naturwissenschaften und der 
Technik. Im Jahre 1895 unterzog er sich dem ersten, 1900 
dem zweiten Abschnitt der Lehramtsprüfung für Mathematik 
und Physik, 1901 dem ersten, 1904 dem zweiten Abschnitt 
der Diplomprüfung für Maschineningenieure. Vom Jahre 1900 
bis zum Jahre 1902 war Verfasser zeitweise der Reihe nach an 
der Maria Theresia-Kreisrealschule, am Ludwigsgymnasium und 
an der Industrieschule in München als Assistent für Mathematik 
und Physik tätig. Seitdem betreibt der Verfasser Privatstudien 
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